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APPLICATION DE LA TRANSFORMATION CONFORME
A L’ETUDE ANALOGIQUE DE L’ECHAUFFEMENT
DES CORPS DE RENTREE

P. SULMONT* et J. GENOTY
{Regu le 15 novembre 1965)

Résumé— Une nouvelle méthode permet, d’une maniere rigoureuse, la représentation analogique d’un

domaine thermique aux frontiéres quelcongues par un réseau de résistances de forme rectangulaire. La

mise en ceuvre de la transformation conforme conduisant i cette simplification est exposée en détail sur
des exemples typiques.

AVANT-PROPOS

LA SOLUTION par analogie rhéoélectrique et en particulier par ’emploi des réseaux résistifs de
nombreux problémes thermiques (échauffement transitoire de disques de turbine, de tétes d’engins
etc. ... détermination de la température d’équilibre d’obstacles soumis a des flux de convection et de
rayonnement etc. . . .) est rendue difficile par la nécessité d’imposer des conditions aux limites sur
des contours qui ne sont pas limités par des segments paralléles aux axes de coordonnées, c’est-a-dire
pour lesquels il faut effectuer des interpolations compliquées entre les valeurs relevées ou imposées
sur des noeuds.

Suivant une suggestion de M. Malavard, on est alors naturellement conduit 4 envisager la trans-
formation conforme du contour de I’obstacle, afin de le ramener sur un rectangle, quitte a introduire
aux points convenables de ce contour, les singularités éventuelles nécessitées par la non-conserva-
tion des angles en certains points des contours initial et final. Cette méthode dans laquelle la
transformation conforme simplifie la forme de 'obstacle mais complique quelque peu 1’équation
elle-méme, est valable chaque fois que 1’équation transformée reste susceptible d’une représenta-
tion analogique par réseau rhéoélectrique. Ce sera le cas des équations de la forme:

d do i dp |
(’;’_x?[i(xl’xz)a—xl] + 5;2'[1(%, X;) 5;;] = F(@, @rps Pryp P X15 X3)

qui se transforment évidemment en:

i do 0 oo 1
— 1 A(X ,X - — s v |- s Wxis Wy Wi s
5X1 [ ( 1 Z)axl] + axz [A(Xl XZ)aXz] ﬂz F((P (p 1 (p 2 (Pt xl x2)

ot u(X 4, X,) est le module de la transformation utilisée. Trop souvent perdue de vue, I’exploitation
de cette transformation est pourtant avantageuse lorsque, dans des résolutions numériques ou
analogiques par méthode de différences finies, on rencontre des difficultés pour tenir compte des
conditions aux limites avec des mailles tronquées. Les exemples traités ci-dessous montrent la
facilité d’application de cette méthode. J. J. BERNARD]
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NOTATIONS

chaleur volumique;

coefficient de convection;

hauteur du liquide conducteur;
constante analogique ;

normale dans le plan réel;

normale dans le plan transformé;
coordonnée radiale;

résistivité du liquide conducteur;
temps;

température;

potentiel électrique;

coordonnées cartésiennes dans le plan
réel ;

coordonnées cartésiennes dans le plan
transformé ;

variable complexe dans le plan réel;
variable complexe dans le plan trans-
formé.
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Symboles grecs

a, angle de I’axe et de la tangente au
contour;

g, largeur d’une électrode;;

0, angle polaire;

A, coefficient de conductibilité
thermique;

4, log u;

U, module de la transformation
conforme;

0, masse volumique;

a, abscisse curviligne du contour.

1. GENERALITES

L’utiLisATION de I’analogie électrique pour
définir des champs instationnaires de tempéra-
tures est devenue une pratique courante qui
met en ceuvre des techniques variées [1-6].
Dans la plupart des cas, I’équation de la chaleur
est étudiée sous la forme correspondant aux
coordonnées -cartésiennes ou cylindriques; les
conditions aux limites ne peuvent alors étre
imposées que sur des contours lentement évolu-
tifs car seule une frontiére constituée par des
lignes coordonnées ou des lignes s’en écartant

peu, permet d’éviter des corrections laborieuses
et parfois divergentes.

Le probléme des corps de rentrée, qui
présentent une forme toujours plus ou moins
émoussée, doit naturellement étre abordé au
moyen de coordonnées sphériques ; la résolution
d’un tel probléme, relatif a un hémisphere trés
peu évidé a été présentée dans un récent article
de la Recherche Aérospatiale [ 5]. En pratique les
problemes d’échauffement cinétique des corps
de rentrée comportent rarement des configura-
tions aussi favorables; la difficulté principale
ne vient pas de la forme géométrique: bien que
sphérique sur une petite portion seulement de la
téte, elle ne conduit pas, en général, a des cor-
rections trop importantes; la zone difficile se
trouve en fait au raccord de la téte avec la partie
cylindrique du corps de rentrée. Le transfert
de chaleur de la téte vers la paroi de ’engin, qui
s’effectue & travers cette section n’est générale-
ment pas négligeable et il n’est pas avantageux
de la réduire car il en résulterait une discontinu-
ité indésirable de température. D’autre part, les
coordonnées sphériques sont mal adaptées a
I’expression des conditions aux limites sur la
partie cylindrique et il y aurait donc lieu
d’étudier conjointement deux domaines reliés
par les conditions de continuité thermique.

Soient Ox; I'axe de symétrie de révolution
de I'engin, r, 8 les coordonnées polaires d’un
point M et Ox, un axe perpendiculaire a
Ox, dans un plan méridien (Fig. 1).

Sur la partie AB la température T(r, 0, t) &
I'instant ¢, en un point M(r, §) d’un matériau
conducteur de conductibilité A et de chaleur
volumique c,p est définie par I'équation:

1t o[, ,oT 1 aof, . 8T
m(“ E) * Fsnd sin955<“‘“9a“9)
aT

=GP

sur la partie BC I’équation correspondante
écrite en coordonnées cylindriques est:

o*°T 18T &°T oT

or? TS9P

i e e
r5r+6xf rf
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A*2

8
X, A [

Fic. 1.

la continuité thermique, entre les deux parties,
s’exprime enfin pour § = #2/2, x, = 0,x, = r,
par

T[xy,(7/2),t] = T(x,0,1)

(5).0-(2)
r o0 ro{mi2),t 0x, "o,

L’application analogique de cette méthode
comporte cependant des inconvénients notables:
les calculs des résistances dans ces systémes de
coordonnées sont en général plus compliqués
qu’en coordonnées cartésiennes et le voisinage
des deux systémes de coordonnées est un
risque évident de confusion, et enfin la nécessité
subsiste de faire des corrections de frontiéres
lorsque les surfaces ne sont pas rigoureusement
hémisphériques.

La transformation conforme de la méridienne
sur un rectangle, dont la technique est présentée
ci-aprés permet d’éviter presque totalement ces
difficultés et se préte, en outre, aisément 3 I'étude
de formes plus complexes, par exemple, de
parois d’épaisseur évolutive.

et

2. TRANSFORMATION CONFORME DU
CONTOUR D’UN CORPS DE RENTREE

La téte d’engin étudiée est supposée de
révolution ainsi que la répartition des flux
thermiques et la distribution des températures
qui est donc donnée dans chaque plan méridien
par I’équation :

—-—(z—lx oT N ) ; oT
x4 2 ox, x, xz&;

oT
=pn ()
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les coordonnées x; et x, correspondant re-
spectivement & l'axe de révolution et & un axe
perpendiculaire, cette équation peut encore
s’écrire:
. oT
Div [4 x, grad T(xy, x,)] = ¢, p X, o 2

et il s’agit de rechercher ce qu'elle devient
lorsqu’on effectue une transformation conforme
des coordonnées

Xy = xi(X,, XZ) 3)
X3 = X2(X 1, X35)

choisie de fagon a faire correspondre au con-
tour I' de la méridienne un contour simple
du plan X,, X, formé par deux segments
paralléles aux axes de coordonnées.

Soit, alors, I'¢quation (2) écrite sous la
forme générale

Div [ f(x,, x,) grad T(x, xz)] = 8(x;, X3)

ou encore en adoptant les conventions des
indices muets:

&*T

of oT
f@x; Ix; +

- = S(xy, X3)

. i=1,2)
0x; Ox; L )

Si on fait subir aux coordonnées x; la trans-
formation conforme (3), I’équation (4) devient

?*T 08X, 06X, 0T &*X,
floeaoe " —+ —— -
0X;0X, o0x; 0x; 0X;0x,;0x,
Lo axex, 70
0X, 0X; 0x; 0x; k=12
Puisque les X; sont harmoniques donc
X
— . == 0,
0x; . 0x;

ax; o TRk k=5, =

u? étant le module de la transformation con-
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forme, I’équation transformée s’écrit en défini-
tive:

u? [f

ou encore dans le cas particulier de I’équation
de la chaleur

¢T o or
0X,.0X,  0X, oX,

=S=p?Div[fgrad T] = S,

aXI I:A x2(X15 XZ)““_

oT

at’

On constate que cette équation ne change pas
la forme générale de 1’équation primitive (1) et
que toute représentation analogique de (1)
peut étre conservée pour (5) & condition seule-
ment de remplacer, dans les nouvelles coordon-
nées, la chaleur volumique ¢, p par une valeur
apparente ¢, p/u? variable d’un point 4 un autre
du domaine.

Considérons ensuite les conditions aux limites
sur une portion d’un contour quelconque I’
transformée en un segment paralléle a la dérivée
normale dans le plan méridien de l’obstacle,
0T /on devient avec les nouvelles variables:

oT 09X, 9T X, oT

on N 38X,  @ON X,

Cp P
= ‘Z_z x2(X 4, X,) (5)

ou (60X ,/ON) = 0 puisque X, conjuguée de X,
est constant sur le contour et ou (0X,/6N) = pn,
ce qui entraine finalement:

oT oT

on “a_i(“z'

Ainsi, par exemple, la condition de Fourier sur
le contour I" d’un obstacle soumis a un flux

ou h est le coefficient local de convection et T
la température de paroi athermane, se transpose

et J. GENOT

aisément en une condition aux limites sur le
segment de droit X ,.

Le probléme consiste donc a déterminer les
fonctions X, X, et u qui permettent d’effectuer
la transformation conforme du profil quelconque
de la téte d’un engin en un rectangle facilement
représenté au moyen d’un réseau de résistances.

3. ETUDE DE L’ECHAUFFEMENT D'UN CORPS
PLEIN
Dans le cas d’un corps plein, le principe de la
détermination des éléments d’une transforma-
tion conforme au moyen d’analogies électriques
du contour de la surface méridienne du corps
sur un rectangle a été donné dans la thése de
G. Renard [7]. Dans le cas particulier d’ogive-
cylindre (Fig. 2), les quatre trongons OA, AB,
BD, DO sont appliqués sur les quatre c6tés du
rectangle O’ A’ B' D".
La cuve rhéoélectrique construite pour définir
cette transformation est formée d’un long canal

c — B
|
]
[}
R}
?

D 0 A
D' Y
0 A
FiG. 2.

de plexiglas fermé a une extrémité et dont
l’autre extrémité peut recevoir des tétes de
formes différentes.

Dans le cas correspondant a ’exemple traité,
ou OCD est un quart de cercle, la seule singu-
larité au point O subsiste, il n’en existe pas en D.

Dans une premiére expérience, deux élec-
trodes ont été placées suivant DCB et OA. Une
différence de potentiel arbitraire 0,100 est
¢tablie entre ces deux électrodes; ce qui permet
de relever dans la cuve le champ d’équipoten-
tielles correspondant aux lignes X, = constante.
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Dans une deuxiéme expérience deux élec-
trodes ont été placées, I’'une suivant OD, I'autre
sur une plaquette mobile A” B” parallele a
AB; en effet, le champ n’est plus uniforme sur
toute la longueur OA mais seulement au
voisinage de AB: sur les équipotentielles, la
valeur constante de X, (proportionnelle au
potentiel) n’est. plus proportionnelle 4 x;; on
déplace donc A” B” dans la région uniforme
jusqu'a ce qu’une différence de potentiel 10
s’établisse entre A” B” et une parall¢le distante
de 10 cm et on associe a la difféerence de potentiel
10 la variation 0,5 de X, qui conserve le méme
rapport d’échelle entre A'B’/AB et O'A’/OA.
Au maillage formé par la superposition des
deux champs qui viennent d’étre relevés et
gradués (Fig. 3) correspond alors un maillage
restangulaire dans le plan X,, X,. Il y a cor-
respondance uniforme entre les noeuds de ces
deux maillages, le tracé étant choisi de fagon a
ce que le domaine soit exploré le plus réguliére-
ment possible.

f :
05, o7 0.9 |.2 5
04 ! 09
03 0,8
r '
02 0,6
e eed0.4
(oY)
0,05
X'x’;%v 59 0B 067 /O A
04 02
FiG. 3.

La détermination du module u de la trans-
formation conforme en chaque noeud du mail-
lage tracé précédemment peut également s’effec-
tuer par analogie dans une troisiéme expérience.
En effet soit z et Z tels que

z=Xxy +ix,
etZ=X,+iX;

on aura
4z _ox,

dz 0X,
dz ~ ox,

= pe’ (6)

0x,

ou 0 est défini par la relation suivante:
0X, /&

80 = 5,

0
Posant alors A = log u, on peut encore écrire
dz
log— =4 + if
g3 i

A et 0 étant harmoniques et conjuguées la
fonction A peut donc étre déterminée au moyen
de la cuve déja utilisée pour X, et X, mais avec
les conditions aux limites suivantes (Fig. 4):
sur OA la condition 0X,/0x, = 0 entraine
d’aprés (7) 0 = 0 donc d4/0n = 04/0X, = 0,
la paroi OA est isolante. Pour des raisons
analogues AB, BC et OD sont également des
parois isolantes. Sur le contour I' on sait que:

6A__QQ
ON ¢

ol ¢ est I’abscisse curviligne de la ligne méri-
dienne y = f(x), comptée a partir du point C.

Par ailleurs, sachant que dX,/0N = 0 sur le
contour I, il vient
0X, 0X,
ON
soit d’aprés (7) 0 = n/2 — «
et par conséquent

o aXlsi ;
ox, ax,

04 _ du
ON oo
Dans le cas particulier qui a été choisi pour

exemple, oil le contour I' est un quart de cercle
(6a/d6) = 1 ce qui conduit a (04/0N) = 1, 1a
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dérivée normale de A est donc constante sur
CD. Sur cet exemple sera exposé le procédé
¢lectrique qui permet de déterminer p (Fig. 5).
Puisque 04/0n est constant, il faut injecter en
chaque point de I' une intensité constante, ce
qui se réalise facilement en disposant de petites
électrodes sur ce contour. La singularité loga-
rithmique en O ou l’argument passe de /2
4 0 est matérialisée par un demi-cylindre,
conducteur, de 5 mm de rayon, appliqué en ce
point contre la paroi. L’alimentation de la
cuve est schématisée sur la Fig. 5, des réglages

100

FiG. 5.

successifs des potentiomeétres permettent d’éta-
blir une différence de potentiel constante aux
bornes des conductances C. Si V est le potentiel
électrique, liée par la constante analogique K a
A; en chaque point du contour on a:

A = KV.
et par conséquent
oA ov RC
—=K——=K—AV =1
on on He

d’ou I’on tire la valeur de K, H étant la hauteur
d’eau en cm, ¢ la largeur relative de I’électrode
et R la résistivit¢ du conducteur en ohm-cm.
Dans la région non perturbée, voisine de AB,
le module p est égal a 1, il en résulte que log u =
K(V — V,) et on détermine le signe V — V,_ en
remarquant que u devient trés grand au voisin-
age du point O.

Ainsi, se trouve définie la valeur de u en
chaque noeud du maillage ; les lignes isomodules
ont été reportées sur la Fig. 6, elles donnent
’allure générale des variations de pu.

4. APPLICATION DE L’ECHAUFFEMENT
CINETIQUE D’UN CORPS PLEIN

Lorsque la correspondance entre les points
homologues des plans (x,, x,) et (X,, X,) est
connue et la valeur de u déterminée en chaque
point, la représentation par un réseau analogique
rectangulaire constitué de résistances pures de
I’équation.

O (16, 2T 2 (1, 2T
ox\"?ox,) " ax,\""?ox,

c,p 0T
=

n’offre plus de difficultés spéciales. La méthode
d’utilisation du réseau en régime transitoire
qui est une méthode de pas & pas a été décrite
(8) et maintes fois utilisée. Les résistances sont
faciles & calculer puisque tout le maillage reste
rectangulaire et que les frontiéres du domaine
thermique sont ramenées A des lignes rectilignes.
Les conditions aux limites sur un contour
quelconque deviennent des conditions aux
limites sur une ligne de noeuds du réseau
rectangulaire comme nous venons de le montrer
au paragraphe 2.

Il est important de remarquer au sujet de
I’étude de I’échauffement cinétique d’une téte
d’engin qu'il est impératif, au risque de fausser
tous les résultats, de tenir compte des pertes
par rayonnement superficiel dés que le niveau
de température dépasse I’ordre de 1000° C.
Rappelons que ces pertes thermiques sont
représentées dans le systéme analogique actuel
par un débit de courant a travers une résistance
dont le calcul se trouve également simplifié du
fait que les frontiéres extérieures sont ramenées
a des lignes rectilignes. Ajoutons que la méthode
utilisée pour représenter le rayonnement est
dite “méthode des grandes résistances” et a
été décrite et mise en ceuvre dans les références
[8, 4 et 9]. Le calcul des varistances se trouve

(8)
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0,164

0

Fi1G. 6. Champ des lignes isomodules.

également simplifié lorsque ’on est amené a
les utiliser dans un probléme de rayonnement
[10].

Nous avons traité par cette méthode un
exemple trés simplifié de 1’échauffement ciné-
tique de la maquette hémisphére-cylindre étudiée
ci-dessus et constituée d’'un matériau dont les
caracteristiques thermiques sont les suivantes:

conductivité thermique
A=053W.m ' .degC!,
diffusivité thermique

—'1—= 16.107% .m?2.s7 1,

CpP

et soumise & un flux de convection

sur son contour extérieur, avec une température
de paroi athermane T constante et un coefficient
de convection h donné par le Tableau 1 en
fonction de I'angle ¢ d’un rayon de la téte

sphérique avec I'axe de la maquette (la valeur,
hy, de référence, correspond au point d’arrét);
sur la partie cylindrique de la maquette h est
supposé constant et égal, par continuité, a
0,03 hy,.

Les répartitions des températures pour dif-
férents temps sont reportées sur la Fig. 7, a
I’instant initial (t = O0) la température a été
supposée uniforme et égale a zéro. Le choix
d’'un exemple aussi simple que celui d’une
maquette hémispheére-cylindre se justifie par le
fait que nous avons voulu effectuer une com-
paraison rigoureuse de cette nouvelle méthode
avec les méthodes classiques utilisées jusqu’ici.
Pour cela, parallélement & ces déterminations
utilisant la transformation conforme, deux
autres déterminations, dans des conditions
identiques, ont été effectuées en construisant un
réseau a partir des coordonnées cartésiennes
d’'une part, et un réseau en coordonnées
sphériques d’autre part. Le schéma de ces
réseaux est donné sur les Fig. 8 et § bis.

En coordonnées cartésiennes, la représenta-
tion de la partie circulaire de la frontiére par

Tableau 1
0 (°) 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
h/hg 1 0,98 0,92 0,82 0,69 0,54 0,38 0,23 0,11 0,03
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FiG. 7. Répartition de température.

FiG. 8. Réseau en coordonnées cartésiennes.

FIG. 8bis. Réseau en coordonnées sphériques.

des escaliers successifs (malgré toutes les cor-
rections qui ont été effectuées pour tenir compte
de la courbure) conduit 2 des erreurs grossieres
pouvant dépasser 50%, dans les premiers ins-
tants (Fig. 9).

P. SULMONT et J. GENOT

En coordonnées sphériques, la partie circu-
laire est bien représentée mais il y a une diver-
gence sur la partie cylindrique qui a I'inverse de
la méthode précédente s’aggrave avec le temps.

7=I0mm

0 (=20mm
0,60
éseau cartésien
050 Réseau sphérique
Transformation conforme
0,404
’
7 030
0,20

Q,I0

0 Py

FiG. 9. Répartition de température sur la surface.

Ces divergences seraient évidemment encore
plus importantes si la surface n’était plus
sphérique et dans de tels cas seule la trans-
formation conforme permettrait une précision
suffisante.

La méthode précédente permet également
d’appliquer par transformation conforme &
Pintérieur de la méridienne d’un corps creux
tel que I'aire ODCBA du plan x,, x, (Fig. 10)
sur un rectangle du plan X ,, X, ; on remarquera
que si les tangentes en O et en D sont normales &
I’'axe Ox,, il n’existe aucun point singulier. La

Fi1G. 10.
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transformation conforme qui vient de servir aux
déterminations précédentes permet de représen-
ter des profils du genre de celui de 1a Fig. 10 et
définis & partir de 'hémisphére-cylindre, limités
par deux courbes correspondant 4 deux valeurs
constantes de X, comprises entre O et 1. Ainsi
a été traité, a titre d’exemple, le cas d’une
maquette creuse, d¢paisseur évolutive dont
le profil est constitué par la courbe X, = 1
(hémisphére cylindre) et la courbe X, = 08

A

b
/&
»
@
=]
“w

¢}

Fi1G. 11. Température sur le contour I' (projection),

(Figs. 3 et 11). Les caractéristiques thermiques
du matériau, les conditions initiales et de
frontiére sont les mémes que pour I’exemple du
corps plein, aujoutons que sur la face interne le
flux de chaleur est supposé nul. Les répartitions
de températures superficielles pour différents
temps sont reportées sur la Fig. 11, 'influence de
la conductivité thermique longitudinale se fait
nettement sentir sur la partie cylindrique mince.
Une représentation classique qui nécessiterait
des profils en escaliers aggraverait encore les
divergences que nous avons remarquées au

sujet d’un corps plein, et il semble que I'utilisa-
tion de la transformation conforme soit ici le
seul moyen d’obtenir des résultats satisfaisants.

5. CONCLUSION

Les résultats précédents ont mis en évidence
les simplifications et les précisions auxquelles
conduit I'application de la transformation con-
forme a ’étude de ’échauffement cinétique d’une
maquette pleine ou creuse. L’utilisation de
cette méthode nouvelle trouve son plein intérét
lorsque les frontieres du domaine thermique
considéré sont quelconques et que les conditions
aux limites deviennent compliquées. Seule, son
application au domaine thermique ayant retenu
notre attention, la méthode n’en garde pas
moins toute sa généralité, elle pourra ainsi
conduire, malgré les différentes déterminations
analogiques qu’elle nécessite, 4 des simplifica-
tions et 4 des précisions qu’aucun autre procédé
de calcul ne pourrait fournir.
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Abstract—The paper describes a new method which allows us to establish an analogy between a thermal
conductor of arbitrary shape and a rectangular array of electrical resistances. The details of the conformal
mapping which leads to such a simplification are explained with the aid of several typical examples.

Zusammenfassung—Eine neue Methode gestattet streng einen thermischen Bereich mit beliebigen Be-

grenzungen durch ein Netz rechtwinklig angeordneter Widerstande darzustellen. Die Anwendung der

konformen Abbildung, die zu dieser Vereinfachung fithrt wird im einzelnen an typischen Beispielen
gezeigt.

Anporagna—HoBuit MeToa Mo3BoJAeT M06YI0 IPAHNY TEMJIOBOH 06IACTH ¢ MOMOIIBIO AHA-
JIOTUH TPEJICTABUTE CETHIO CEThIO CONPOTHBIIEHUN NPAMOYTOIBHON QOPMEL.
ITpuvenenne KOHPOPMHOro NMpeo6pasoBaHHA PACCMOTPEHO [ETANbHO HA TUIHYHHX NPH-
Mepax.



