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APPLICATION 
A L’ETUDE 

R&mm&Une nouvelle mbhode permet, d’une maniere rigoureuse, la reprbsentation ~nalogique d’un 
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domaine thermique aux front&es quelconques par un rkeau de rksistances de forme rectangulaire. La 
mise en Ceuvre de la transformation conforme conduisant k cette simpii~cation est exposie en d&ail sur 

des exemples typiques. 

AVANT-PROPOS 

LA SOLUTION par analogie rhko&ectrique et en particulier par l’emploi des rkseaux rksistifs de 
nombreux probkmes thermiques (khauffement transitoire de disques de turbine, de t&es d’engins 
etc. +. . d&termination de la tempkrature d’tquilibre d’obstacles soumis A des flux de convection et de 
rayonnement etc. . . .) est rendue difficile par la nkessitk d’imposer des conditions aux limites sur 
des contours qui ne sont pas limit& par des segments parall&s aux axes de coordonnkes, c’est-A-dire 
pour lesquels il faut effectuer des inte~olations compliquks entre les valeurs relevkes ou imposkes 
sur des nauds. 

Suivant une suggestion de M. Malavard, on est alors naturellement conduit A envisager la trans- 
formation conforme du contour de l’obstacle, atin de le ramener sur un rectangle, quitte A introduire 
aux points convenables de ce contour, les singularit& Cventueiles nCcessitCes par la non-consekva- 
tion des angles en certains points des contours initial et final. Cette mkthode dans laquelle la 
transformation conforme simplifie la forme de l’obstacle mais complique quelque peu l’kquation 
elle-m&me, est valable chaque fois que l’kquation transformee reste susceptible d’une reprksenta- 
tion analogique par rkseau rhCoClectrique. Ce sera le cas des kquations de la forme : 

qui se tra~sfo~ent ~videmment en : 

oh ,u(X,, X,) est le module de la transformation utilide. Trop souvent perdue de vue, l’exploitation 
de cette transformation est pourtant avantageuse lorsque, dans des rksolutions numkriques ou 
analogiques par mkthode de diffkrences finies, on rencontre des diffkultks pour tenir compte des 
conditions aux limites avec des mailles tronqdes. Les exemples trait& ci-dessous montrent la 
facilitk d’application de cette m&.hode. J. J. BERNARD~ 
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NOTATIONS 

chaleur volumique ; 
coefficient de convection ; 
hauteur du liquide conducteur ; 
constante analogique ; 
normale dans le plan reel ; 
normale dans le plan transforme ; 
coordonnte radiale ; 
resistivite du liquide conducteur; 
temps ; 
temperature ; 
potentiel tlectrique; 
coordonntes cartesiennes dans le plan 
reel ; 
coordonnees cartesiennes dans le plan 
transformt ; 
variable complexe dans le plan reel ; 
variable complexe dans le plan trans- 
formt. 

peu, permet d’eviter des corrections laborieuses 
et parfois divergentes. 

Le problbme des corps de rent&e, qui 
presentent une forme toujours plus ou moins 
Cmoussee, doit naturellement Ctre aborde au 
moyen de coordonntes spheriques ; la resolution 
d’un tel probleme, relatif a un hemisphere trbs 
peu Cvide a ett presentee dans un recent article 
de la Recherche Aerospatiale [S]. En pratique les 
problemes d’tchauffement cinetique des corps 
de rent&e cornportent rarement des confgura- 
tions aussi favorables; la difficulte principale 
ne vient pas de la forme geometrique: bien que 
spherique sur une petite portion seulement de la 
tete, elle ne conduit pas, en general, a des cor- 
rections trop importantes; la zone difficile se 
trouve en fait au raccord de la tete avec la partie 
cylindrique du corps de rentree. Le transfert 
de chaleur de la tete vers la paroi de l’engin, qui 
s’effectue a travers cette section n’est gentrale- 
ment pas negligeable et il n’est pas avantageux 
de la rtduire car il en resulterait une discontinu- 
ite indbirable de temperature. D’autre part, les 
coordonnees spheriques sont ma1 adaptees a 
l’expression des conditions aux limites sur la 
partie cylindrique et il y aurait done lieu 
d’etudier conjointement deux domaines relies 
par les conditions de continuite thermique. 

Symboles grecs 
angle de l’axe et de la tangente au 
contour ; 
largeur dune electrode ; 
angle polaire ; 
coefficient de conductibilite 
thermique ; 

h3 Pi 
module de la transformation 
conforme ; 
masse volumique ; 
abscisse curviligne du contour. 

1. GENERALITES 

L’UTILISATION de l’analogie Clectrique pour 
detinir des champs instationnaires de tempera- 
tures est devenue une pratique courante qui 
met en oeuvre des techniques variees [l-6]. 
Dans la plupart des cas, l’equation de la chaleur 
est etudite sous la forme correspondant aux 
coordonnees cartesiennes ou cylindriques ; les 
conditions aux limites ne peuvent alors etre 
imposees que sur des contours lentement Cvolu- 
tifs car seule une frontiere constitde par des 
lignes coordonnees ou des lignes s’en tcartant 

Soient Ox, l’axe de symttrie de revolution 
de l’engin, I, t9 les coordonntes polaires d’un 
point M et Ox, un axe perpendiculaire a 
Ox, dans un plan meridien (Fig. 1). 

Sur la partie AB la temperature T(r, 8, t) A 
l’instant t, en un point M(r, e) d’un materiau 
conducteur de conductibilite A et de chaleur 
volumique cpp est dttinie par l’tquation : 

dT 
= C”PT$ 

sur la partie BC l’equation correspondante 
kite en coordonntes cylindriques est : 

a2T 1aT a2T aT 
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FIG. 1. 

la continuitt thermique, entre les deux parties, 
s’exprime enfin pour 6 = n/2, x1 = 0, x2 = r, 

par 

T[x,, (76% t] = w% 090 

et 

L’application analogique de cette methode 
comporte cependant des inconvenients notables : 
les calculs des r&stances dans ces systemes de 
coordonnees sont en general plus compliqu~s 
qu’en coordonnees cartesiennes et le voisinage 
des deux systemes de coordonntes est un 
risque evident de confusion, et enfin la necessite 
subsiste de faire des corrections de front&es 
lorsque les surfaces ne sont pas rigoureusement 
h~misph~riques. 

La transformation conforme de la meridienne 
sur un rectangle, dont la technique est prtsentte 
ci-apres permet d’eviter presque totalement ces 
difhcultts et se p&e, en outre, aisement A l’ttude 
de formes plus complexes, par exemple, de 
parois d’epaisseur Cvolutive. 

2. TRANSFORMATION CONFORME DU 
CONTOUR D’UN CORPS DE RENTREE 

La tete d’engin ttudite est supposte de 
revolution ainsi que la repartition des flux 
thermiques et la distribution des temperatures 
qui est done donnee dans chaque plan meridien 
par l’bquation : 

aT 
= CpPX2y$- 11) 

les coordonnees x1 et x2 correspondant re- 
spectivement a l’axe de revolution et a un axe 
perpendiculaire, cette equation peut encore 
s’ecrire : 

Div[Ax, grad T(x,,x,)] = cppx,g (2) 

et il s’agit de rechercher ce qu’elle devient 
lorsqu’on effectue une transformation conforme 
des coordonnees 

Xl = x,(X,, X2) 

x2 = x,(X,, X2) 
(31 

choisie de facon a faire correspondre au con- 
tour r de la m~~dienne un contour simple 
du plan X,, X2 forme par deux segments 
paralleles aux axes de coordonnees. 

Soit, alors, l’equation (2) &rite sous la 
forme gentrale 

Div [_P&, x2) grad T(xr, x2)] = S(xlt ~2) 

ou encore en adoptant les conventions des 
indices muets : 

f 
af aT 

g + ax *ax. = eh, x2) (i = 1, 2). 
f I i I 

Si on fait subir aux coordondes xi la trans- 
formation conforme (3), l’equation (4) devient 

f 
a9 ax. ax, aT ~.-.....A.-+- d2Xj 

aXjaxk axi aXi 43X, axi ihi 1 
af aT ax,aX, 

+~.~..~~=S 
k J I i 

Puisque les Xi sont harmoniques done 

a2x. 
I = 0, 
aXi. aXi 

axj ax, i=k=d,=l 

axi * axi 
= p2 6ik 

j#k*dj,=O 

,u2 etant le module de la transformation con- 
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forme, l’kquation transformke s’kcrit en dkfini- 
tive : 

P2 f 
[ 

a*T 

ax,. 8X, 
+a”fT 
ax, ’ ax, 1 

= S*p*Div[fgradT] = S, 

ou encore dans le cas particulier de I’Cquation 
de la chaleur 

jg 

1 

[ /J X,Wl, X2) 1 g 
1 

+ g [ ~~,(X,,X,) g 1 2 2 

= y x,(X,, X,) ;. (5) 

On constate que cette Cquation ne change pas 
la forme gtrkrale de l’kquation primitive (1) et 
que toute reprksentation analogique de (1) 
peut &re conservke pour (5) g condition seule- 
ment de remplacer, dans les nouvelles coordon- 
rites,, la chaleur volumique c,, p par une valeur 
apparente cP p/,u* variable d’un point h un autre 
du domaine. 

ConsidCrons ensuite les conditions aux limites 
sur une portion d’un contour quelconque r 
transform&e en un segment paralkle h la d&i&e 
normale dans le plan mtridien de l’obstacle, 
aT/an devient avec les nouvelles variables : 

aT ax, aT ax, aT 
an- aNax,+arvax, 

oh (aXJaN) = 0 puisque X2 conjugute de X, 
est constant sur le contour et oh (ax,/ah') = p, 
ce qui entraine finalement : 

aT aT -_= 
an pax, 

Ainsi, par exemple, la condition de Fourier sur 
le contour r d’un obstacle soumis g un flux 

Ag=h(‘i.- T) 

oh h est le coefficient local de convection et T 
la temperature de paroi athermane, se transpose 

aiskment en une condition aux limites sur le 
segment de droit X2. 

Le probkme consiste done d dkterminer les 
fonctions X,, X2 et p qui permettent d’effectuer 
la transformation conforme du profil quelconque 
de la t&e d’un engin en un rectangle facilement 
reprCsentC au moyen d’un rtseau de rksistances. 

3. ETUDE DE L’ECHAUFFEMJZNT D’UN CORPS 
PLEIN 

Dans le cas d’un corps plein, le principe de la 
d&termination des ClCments d’une transforma- 
tion conforme au moyen d’analogies Clectriques 
du contour de la surface mkridienne du corps 
sur un rectangle a CtC don& dans la thbe de 
G. Renard [7]. Dans le cas particulier d’ogive- 
cylindre (Fig. 2), les quatre tronCons OA, AB, 
BD, DO sont appliquks sur les quatre cBtCs du 
rectangle 0’ A’ B’ D’. 

La cuve rhkoklectrique construite pour dktinir 
cette transformation est form&e d’un long canal 

0’ A' 

FIG. 2. 

de Plexiglas ferm6 g une extrkmiti: 
l’autre extrCmitC peut recevoir des 
formes diffkentes. 

et dont 
&es de 

Dans le cas correspondant g l’exemple trait& 
oh OCD est un quart de cercle, la seule singu- 
1aritC au point 0 subsiste, il n’en existe pas en D. 

Dans une premikre expkrience, deux Clec- 
trodes ont CtC plackes suivant DCB et OA. Une 
diffkrence de potentiel arbitraire 0,100 est 
ktablie entre ces deux klectrodes; ce qui permet 
de relever dans la cuve le champ d’Cquipoten- 
tielles correspondant aux lignes X, = constante. 
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Dans une deuxieme experience deux Clec- 
trodes ont it6 plactes, l’une suivant OD, l’autre 
sur une plaquette mobile A” B” parallble a 
AB ; en effet, le champ n’est plus uniforme sur 
toute la longueur OA mais seulement au 
voisinage de AB: sur les Cquipotentielles, la 
valeur constante de X, (proportionnelle au 
potentiel) n’est. plus proportionnelle a x1 ; on 
deplace done A” B” dans la region uniforme 
jusqu’a ce qu’une difference de potentiel 10 
s’etablisse entre A” B” et une parallele distante 
de 10 cm et on associe a la difference de potentiel 
10 la variation 0,5 de X, qui conserve le mCme 
rapport d’bchelle entre A’B’/AB et O’A’/OA. 
Au maillage forme par la superposition des 
deux champs qui viennent d’etre releves et 
grad& (Fig. 3) correspond alors un maillage 
restangulaire dans le plan X,, X,. 11 y a cor- 
respondance uniforme entre les nceuds de ces 
deux maillages, le trace Ctant choisi de facon a 
ce que le domaine soit explore le plus reguliere- 
ment possible. 

La determination du module p de la trans- 
formation conforme en chaque noeud du mail- 
lage trace preddemment peut Cgalement s’effec- 
tuer par analogie dans une troisibme experience. 
En effet soit z et 2 tels que 

2=x1 +ix, 
etZ=X, +iXi 

on aura 

dZ ax, 3x, -=- 
dz ax, + 'ax, = pe'e 

(6) 

oti 6 est dtlini par la relation suivante : 

tgB=z $ 

1 I 1 

Posant alors /i = log p, on peut encore Ccrire 

logg=n+ie 

n et 8 &ant harmoniques et conjuguees la 
fonction A peut done &tre dtterminee au moyen 
de la cuve deja utilisee pour X, et X, mais avec 
les conditions aux limites suivantes (Fig. 4): 
sur OA la condition 8X,/8x, = 0 entraine 
d’aprks (7) 8 = 0 done &l/&t = &l/ax, = 0, 
la paroi OA est isolante. Pour des raisons 
analogues AB, BC et OD sont Cgalement des 
parois isolantes. Sur le contour r on sait que: 

a/i a0 -= -- 
aN a0 

oti 0 est l’abscisse curviligne de la ligne meri- 
dienne y = f(x), comptee a partir du point C. 

FIG. 4. 

Par ailleurs, sachant que aXJaN = 0 sur le 
contour r, il vient 

ax, ax, ax, . -= -cosa - -sina; 
aN ax, ax, 

soit d’aprb (7) 8 = 7r/2 - a 

et par consequent 

aA aa _=- 
aN ad 

Dans le cas particulier qui a tte choisi pour 
exemple, oh le contour r est un quart de cercle 
(da/&r) = 1 ce qui conduit a @AlaN) = 1, la 
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d&iv&e normale de /i est done constante sur 
CD. Sur cet exemple sera expose le pro&de 
Clectrique qui permet de determiner p (Fig. 5). 
Puisque an/&r est constant, il faut injecter en 
chaque point de r une intensite constante, ce 
qui se realise facilement en disposant de petites 
electrodes sur ce contour. La singularite loga- 
rithmique en 0 oti l’argument passe de 742 
a 0 est materialisee par un demi-cylindre, 
conducteur, de 5 mm de rayon, applique en ce 
point contre la paroi. L’alimentation de la 
cuve est schematisee sur la Fig. 5, des reglages 

, _I 100 

C 

0 

v, 

D p A 

FIG. 5. 

successifs des potentiometres permettent d’eta- 
blir une difference de potentiel constante aux 
bornes des conductances C. Si V est le potentiel 
Clectrique, like par la constante analogique K a 
/i ; en chaque point du contour on a : 

n = KV 

et par consequent 

d’ou I’on tire la valeur de K, H Ctant la hauteur 
d’eau en cm, E la largeur relative de l’electrode 
et R la resistivitt du conducteur en ohm-cm. 
Dans la region non perturbee, voisine de AB, 
le module p est Cgal a 1, il en resulte que log p = 
K(V - V,) et on determine le signe V - V, en 
remarquant que ~1 devient tres grand au voisin- 
age du point 0. 

Ainsi, se trouve dtfinie la valeur de p en 
chaque nceud du maillage; les lignes isomodules 
ont CtC report&es sur la Fig. 6, elles donnent 
I’allure generale des variations de p. 

4. APPLICATION DE L’ECHAUFFEMENT 

CINETIQUE D’IJN CORPS PLEIN 

Lorsque la correspondance entre les points 
homologues des plans (xi, x2) et (Xi, X,) est 
connue et la valeur de p determinte en chaque 
point, la representation par un rtseau analogique 
rectangulaire constitue de resistances pures de 
l’equation. 

CpP aT 
=2x2,, (8) 

P 

n’offre plus de diffkultts speciales. La methode 
d’utilisation du reseau en regime transitoire 
qui est une methode de pas a pas a ett d&rite 
(8) et maintes fois utilide. Les resistances sont 
faciles a calculer puisque tout le maillage reste 
rectangulaire et que les front&es du domaine 
thermique sont ramenees a des lignes rectilignes. 
Les conditions aux limites sur un contour 
quelconque deviennent des conditions aux 
limites sur une ligne de nceuds du reseau 
rectangulaire comme nous venons de le montrer 
au paragraphe 2. 

11 est important de remarquer au sujet de 
l’ttude de l’echauffement cinttique d’une tete 
d’engin qu’il est imperatif, au risque de fausser 
tous les resultats, de tenir compte des pertes 
par rayonnement superticiel des que le niveau 
de temperature depasse I’ordre de looo” C. 
Rappelons que ces pertes thermiques sont 
represent&es dans le systtme analogique actuel 
par un debit de courant a travers une resistance 
dont le calcul se trouve Cgalement simplifie du 
fait que les frontikes extkrieures sont ramentes 
g des lignes rectilignes. Ajoutons que la mkthode 
utiliske pour rep&enter le rayonnement est 
dite “mkthode des grandes rksistances” et a 
&tC d&rite et mise en ceuvre dans les rkfkrences 
[8, 4 et 91. Le calcul des varistances se trouve 
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FIG. 6. Champ des lignes isomodules. 

Cgalement simplifie lorsque l’on est amen& a 
les utiliser dans un probleme de rayonnement 

WI- 
Nous avons trait6 par cette methode un 

exemple trbs simplifie de l’echauffement cine- 
tique de la maquette hemisphere-cylindre ttudite 
ci-dessus et constituee d’un materiau dont les 
caracteristiques thermiques sont les suivantes : 

conductivitt thermique 

1 = 0;53W.m-‘.degC’, 

diffusivite thermique 

/I 
-= 16.10-*.m’.s-‘, 
CP p 

et soumise a un flux de convection 

ig = h(T - T), 

sur son contour exterieur, avec une temperature 
de paroi athermane T constante et un coefficient 
de convection h donne par le Tableau 1 en 
fonction de l’angle 8’ d’un rayon de la t&e 

spherique avec l’axe de la maquette (la valeur, 
h,, de reference, correspond au point d’arret) ; 
sur la partie cylindrique de la maquette h est 
suppose constant et Cgal, par continuite, a 
0,03 h,. 

Les repartitions des temperatures pour dif- 
ferents temps sont reporttes sur la Fig. 7, a 
l’instant initial (t = 0) la temperature a ttt 
supposee uniforme et egale a zero. Le choix 
d’un exemple aussi simple que celui d’une 
maquette hemisphere-cylindre se justifie par le 
fait que nous avons voulu effectuer une com- 
paraison rigoureuse de cette nouvelle methode 
avec les methodes classiques utilisees jusqu’ici. 
Pour cela, paralklement a ces determinations 
utilisant la transformation conforme, deux 
autres determinations, dans des conditions 
identiques, ont ttt effectuees en construisant un 
rtseau a partir des coordonnees cartesiennes 
d’une part, et un reseau en coordonnees 
spheriques d’autre part. Le schema de ces 
reseaux est donne sur les Fig. 8 et 8 bis. 

En cooidonnees carttsiennes, la representa- 
tion de la partie circulaire de la frontitre par 

o’(O) 0 10 20 30 

Who 1 0,98 0,92 0.82 

Tableau 1 

40 50 60 70 80 90 

0.69 0,54 0,38 0,23 0,ll 0,03 
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.-_-.-._ 
0 1=20mm A 

I 

0.60 

0.50 

fO+O 

q30 

FIG. 7. Rizpartition de tempkrature. 

FIG. 8. Rtseau en coordonnkes cartksiennes. 

FIG. Ibis. Riseau en coordonnks sphtriques. 

des escaliers successifs (malgre toutes les cor- 
rections qui ont CtC effectuees pour tenir compte 
de la courbure) conduit a des erreurs grossieres 
pouvant depasser 50% dans les premiers ins- 
tants (Fig. 9). 

En coordonntes spheriques, la partie circu- 
laire est bien representee mais il y a une diver- 
gence sur la partie cylindrique qui a l’inverse de 
la mtthode precedente s’aggrave avec le temps. 

.---.- ._._._ 

I 
0 [=20mm 

FIG. 9. Repartition de temptrature sur la surface. 

Ces divergences seraient Cvidemment encore 
plus importantes si la surface n’etait plus 
spherique et dans de tels cas seule la trans- 
formation conforme permettrait une precision 
sufhsante. 

La methode prtcedente permet egalement 
d’appliquer par transformation conforme a 
I’interieur de la meridienne d’un corps creux 
tel que l’aire ODCBA du plan x1, x2 (Fig. 10) 
sur un rectangle du plan X,, X, ; on remarquera 
que si les tangentes en 0 et en D sont normales a 
l’axe Ox,, il n’existe aucun point singulier. La 

FIG. 10. 
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transformation conforme qui vient de servir aux 
determinations precedentes permet de represen- 
ter des profils du genre de celui de la Fig. 10 et 
d&finis a partir de l’h~misph~re~ylindre, limit& 
par deux courbes correspondant a deux valeurs 
constantes de X, comprises entre 0 et 1. Ainsi 
a CtC trait&, a titre d’exemple, le cas d’une 
maquette creuse, d’epaisseur Cvolutive dont 
le profil est constitut par la courbe X2 = 1 
(hemisphere cylindre) et la courbe X2 = 0,8 

D I=2Cmrn*-‘~‘-- 

cxso 

L 
i 

025 

0 

FIG. 1 I. Temperature sur le contour r (projection). 

(Figs. 3 et 11). Les caracteristiques thermiques 
du mattriau, les conditions initiales et de 
front&e sont les memes que pour l’exemple du 
corps plein, aujoutons que sur la face interne le 
flux de chaleur est suppose nul. Les repartitions 
de temperatures superficielles pour differents 
temps sont report&s sur la Fig. 11, l’influence de 
la conductivite thermique lon~tud~nale se fait 
nettement sentir sur la par-tie cylindrique mince. 
Une representation classique qui ntcessiterait 
des protils en escaliers aggraverait encore les 
divergences que nous avons remarquees au 

sujet d’un corps plein, et il semble que l’utilisa- 
tion de la transformation conforme soil ici le 
seul moyen d’obtenir des resultats satisfaisants. 

5. CONCLUSION 

Les resultats precedents ont mis en evidence 
les simplifications et les precisions auxquelles 
conduit l’application de la transformation con- 
forme a l’etude de 1’~chauffement cinetique d’une 
maquette pleine ou creuse. L’utilisation de 
cette methode nouvelle trouve son plein inter& 
lorsque les frontihes du domaine thermique 
consider6 sont quelconques et que les conditions 
aux limites deviennent compliqdes. Seule, son 
application au domaine thermique ayant retenu 
notre attention, la methode n’en garde pas 
moins toute sa generalitb, elle pourra ainsi 
conduire, malgre les differentes determinations 
analogiques qu’elle necessite, a des simplitica- 
tions et a des precisions qu’aucun autre procede 
de calcul ne pourrait fournir. 
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Ah&art-The paper describes a new method which allows us to establish an analogy between a thermal 
conductor of arbitrary shape and a rectangular array of electrical resistances. The details of the conformal 

mapping which leads to such a simplification are explained with the aid of several typical examples. 

Zasammenfaasnq-Eine neue Methode gestattet streng einen thermischen Bereich mit beliebigen Be- 
grenzungen durch ein Netz rechtwinklig angeordneter Widerstiinde darzustellen. Die Anwendung der 
konformen Abbildung, die zu dieser Vereinfachung ftihrt wird im einzelnen an typischen Beispielen 

gezeigt. 

AHHOT~QWI-HOBN~% Mt?TOA It03BOJlReT JIIO6J'IO I'paHqJ' TeIIJIOBO# o6nacTM C IIOMO~bIO aHa- 

JIOIWM IIpt?ACTaBHTb CeTblO CeTbKl COIlpOTHBJIeHHfi IIpHMOyrOJIbHOi #IOPMbI. 

npMMeHt?HIle KOHCfIOPMHOI'O IIpeO6pa30BaHm paCCMOTpt?HO @TaJIbHO Ha TllIIEiYHbIX IIPH- 
Mepax. 


